
 2و  1مسیر طولانی ملموس شدن حساب و جبر
 

 

 

رایج باورهای ی تفکر ریاضی در بلندمدت، ی توسعهام با تمرکز بر نحوههدر این مقاله کوشید

 با توجه به  هدف من این است که  را به چالش بکشم. یاددهی و یادگیری ریاضی در مورد 

به طور ارائه دهم.  آنو یادگیری  برای یاددهیساده ی رویکرد ،ی درک ما از ریاضیاتنحوه

های ذهنی و تلاش برای ارتباط با دیگران کاریدست ،های حسیخاص توجه من بر دریافت

 است. 
 

 

هایی که ایده — تمرکز کنیم« حمایتی»های به دلیل تغییر معنایی ریاضیات و پیچیده شدن آن در طول مسیر، ناچاریم بر ایده

کارکرد  ،دارند که در شرایط جدید قرار« سازمشکل» هایی مقابل، ایده. در نقطهکننددر شرایط جدید هم به درستی کار می

 تریطولانی ی زماندر گسترهکارایی خود را ای توجه کنیم که های حمایتیقبلی خود را ندارند. به طور خاص، بهتر است به ایده

به جای اینکه جایی در ذهن  ،شوندمیساز مشکلکه ی یهایدهو ا شوندمبنای تفکر ما توانند میهایی کنند. چنین ایدهحفظ می

 به صراحت مورد بررسی قرار گیرند. توانند می ،پنهان بمانند

، ءای از اشیامجموعه دهد که در شمارشِ ی حمایتی را توسعهبه تدریج این ایدهگیرد که بشمارد و یاد می حسابدر کودک 

وجود این بلکه در  ،نیستمحدود به کارایی این ایده در شمارش ماند. آنچه در طولانی مدت اهمیت دارد ثابت می ءتعداد اشیا

در حتی  و اعداد حقیقیدر  ،داراعداد علامتدر  کسرها،در  ،تر استساختارهای عددی پیچیده عمل جمعِدر  ،حمایتی خاصیتِ

 به شکل زیر بیان کرد:توان میت را یاین خاص .اعداد مختلط

یکسان همواره نهایی نتیجه  ،ای از اعداد، ترتیب اعداد در جمع کردن اهمیتی نداردموعهجم در جمعِ اصل جمع:

 است. 

 به طور مثال، حاصل جمع

2 +
3
4

+ 1/35 + (−17) 

 .  عوامل جمع استمستقل از ترتیب 

شوند توالی منحصر به فردی دارند. در همین حال، متن شوند در نتیجه وقتی شنیده میدر زمان جاری میدر گفتار، عبارات 

. اگر جمع و تقریق در یک توالی استشود که در جوامع غربی از چپ به راست مند خوانده مینوشته شده در یک توالی قاعده

. اصل جمع است ی عددقرینهبا تفریق همان جمع ظر یک متخصص، از نقطه ننخواهد داشت. ترتیب در آن اهمیتی  ،انجام شوند

مستقل از ترتیب ها ها و تفریقدنباله از جمعحاصل یک  دهد کهمیاین ایده ساده را برای یک بچه توسعه ای، در سطح پیشرفته

 اعمال است. 

 قانون مشابهی را در ضرب نیز داریم:  

همواره یکسان نتیجه نهایی  کردن اهمیتی ندارد،ای از اعداد، ترتیب اعداد در ضرب موعهجدر ضرب م اصل ضرب:

 است.

 

                                                      
 .5نوشت شماره ، ویکی ملموس شدن حساب و جبر یطولان ریمس(، 1397تال، دیوید )تیر  1
 ام، سایمون تالی دوازه سالهتقدیم به نوه 2

 
 دیوید تال

 97تیرماه 

 نوشت()نوشته شده برای ویکی



ها یا تر مثل ضرب ماتریساما در ساختارهای پیچیده کنند،به درستی کار میدر طول دوران مدرسه  جمع و ضرب، اصل وهر د

گیری، تشکیل جمع یا ضرب، به توان رساندن، ریشهتی عملگرهای مختلف مانند ق. از طرفی دیگر، ودرست نیستند هاچهارگان

با یک مثال ساده آغاز را می طلبد. تری و تحلیل دقیقاست تر شرایط پیچیده ،عبارت جبری و چیزهای دیگر وجود داشته باشند

 کنیم:    می

 

2حاصل + 2 ×  چیست؟   2

2را به همان ترتیبی که آمده در نظر بگیریم، از  لااعمتوالی  راست بخوانیم وه اگر این عبارت را از  چپ ب +  ؛کنیمشروع می 2

4شود و سپس می 4حاصل  × در ریاضیات که  قراردادبا در نظر گرفتن این اما  ؛آوریمرا به دست می 8کنیم و را حساب می 2

2 ضرب نسبت به جمع تقدم دارد، ما ابتدا × 2  سپس و کنیممی حسابرا  2 + 2 × 2 = 2 + ( 6« )درست»جواب  که 4

هایی کند و سختیخواندن و حرف زدن پیروی نمی ترتیب طبیعی چرا که از ؛ساز استقانون تقدم مشکلدهد. را به دست می

به  تقدم ،شود. در این قانونبدیل میتری تقانون تقدم به قانون پیچیده ،. در ادامه، با وجود عملگرهای دیگرشودموجب می را 

گیرند و آنها را یاد میبعضی از افراد این قوانین را با تکرار  م، و جمع و تفریق است.یپرانتز، توان و ریشه، ضرب و تقسترتیب با 

استفاده از این قوانین  رد، تر و سخت ترپیچیده اتریاضیهنگام مواجه با اما اکثر افراد  ؛3کننداستفاده می درست و بدون تفکر

 شوند. دچار مشکل می

 «پذیرییعزتو»و  «پذیریشرکت»، «جاییجابه»تا با تبیین قوانین حساب مانند  کردتلاش  1960ی دههدر  «ریاضیات جدید»

بعدها، با معرفی مفاهیم جدید مثل . توجیه کندرا  عداین قوادرستی  ،که در عملگرهای دوتایی مثل جمع و ضرب وجود دارد

های اعشاری )اعداد حقیقی با نمایش روی محور اعداد( و اعداد مختلط ها، بسطاعشاریدار، ارزش مکانی، کسرها، اعداد علامت

زش ریاضی زمان، آموهم  شدند.داده « تعمیم»در حساب و جبر  یترهای کلیاین قواعد به عبارت، )به عنوان نقاط صفحه(

من راه دیگری برای نگاه به مشکلات پیشهاد . تبدیل شدآنها به صنعت اصلاح تعبیر کرد و « بدفهمی»مشکل دانش آموزان را 

 کنم. می
 

 های نمادینخواندن عبارتملموس شدن حساب به کمک 
به طور مثال )حداقل( با آنها توسط دیگران، درک کرد.  شنیدنآنها توسط ما و نحوه  بیانی ها را با توجه به نحوهتوان رویهمی

2»توانیم عبارت دو روش می + 2 ×  هاهای کوتاه بین کلمات بخوانیم. برای اینکه نشان بدهم عبارترا با رعایت مکث «2

2» کنم. عبارتها استفاده میبین علامت ،ه )..(نقط تا دو شوند ازخوانده میچگونه  + 2 ․․ × دو به علاوه دو »خوانم را می «2

2با این تعبیر، ما حاصل  .«2)مکث( ضرب در  + 4 کنیم و حاصل نهاییضرب می 2را در  4، یعنی 2 × به است.  8یعنی  2

․․ 2 این ترتیب، + 2 × 2 )یا 2 + ․․ 2 × 2 عنیی(، 2 +  است. 6 آنکه حاصل  4

 

2»دو عبارت  + 2 ․․ × ․․2» و «2 + 2 × بلند بخوان تا ببینی که دو شیوه با صدای  )یکی دیگربرای و )برای خودت را  «2

این کار را قبل از اینکه ادامه این مقاله را کند. متفاوت را به خودت و دیگری منتقل می دو معنی کاملاً ،متفاوت در بیان آنها
 نی انجام بده.ابخو

توان با تغییر در میشود: دهد که نه تنها در حساب که در جبر هم از آن استفاده میتری را به ما نشان میکلی اصلِ ،این تفاوت

  ی گفتن و شنیدن یک عبارت، معانی متفاوتی از آن عبارت استنتاج کرد. نحوه

 معنی بخشید. آنها  بندی کلامیبخشی شیوه ادنباله از عملگرها ب به یکتوان می :بندی کلامیبخشاصل 

 

ساله  11در آن زمان ی من که من زمانی متوجه قدرت این اصل شدم که نوهدارد. در ریاضیات ای کاربردهای گسترده ،این اصل

و کید أگونه ت هیچخیلی هموار و بدون او این سوال را  «شه؟چی می 9ضرب در  9ی دوم ریشه»: از من پرسید، با زیرکی بود

                                                      
 نوشت رجوع کنید. به متن انگلیسی ویکی ،شودبرای آگاهی از ترفندهایی که در زبان انگلیسی برای به یادسپاری این قواعد استفاده می 3



باشد.  9− یا 9+تواند دانستم که او با مربع اعداد منفی آشنایی دارد پاسخ دادم جوابش می. چون میبندی کلامی پرسیدبخش

 «9.. ضربدر  9ریشه دوم عدد »من توقع این پاسخ را نداشتم و او توضیح داد که منظورش « !است 27جوابش  !نه»او پاسخ داد 

 . شودمی 27کنیم و حاصل نهایی ضرب می 9در  ،شود(می 3)که را  9ریشه دوم ما  ،بندی کلامیبا این بخش. بود

راه جدیدی برای درک کردن او ی جدیدی را برای درک کردن عملگرها در حساب و جبر گشود. دریچه امنوهگیرانه، لخیلی غاف

 هایبارتعی کردن درباره صحبتی توان روی نحوهمیدل بخواهی، تقدم  عد جای یادگرفتن قوا اینکه بهبه من آموخت، دار معنی

 تمرکز کرد. ،آن باشند شنیدنای که دیگران قابل به ها به گونهو بیان کردن ایدهریاضی 

 هایبندیبخشتواند با ، تفریق میمثلاً. شودمی سازمشکلآنچه در مورد جمع و ضرب برقرار است در مورد عملگرهای دیگر 

5تفریق اگر ی متفاوت بدهد. نمعا ،متفاوت − 3 − 5را به شکل  1 − ․․ 3 − 5بخوانیم، تعبیر آن   1 − خواهد  3جواب و    2

5آن را به شکل اگر بود.  − (3 − 5حاصل بنویسیم،   (2 − 5 اگر آن را به شکل است.  4برابر و  1 − 3 ․․ − بگوییم،  1

2 −  .1جواب را خواهیم داشت با  1

 

 بندی کلامیبخشکاربردهای عمومی اصل 

در ترکیب عملگرهای و  در ریاضیای به من داد، فهمیدم که این اصل به صورت گسترده امها بعد از بینشی که نوهها و ماههفته

در کار با را آموزان ( مشکلات دانش2013وقتی به همراه مک گاون )تال و مک گاون،  . به طور مثال،شودظاهر میمختلف 

  𝑥2ی محاسبه کردیم متوجه شدیم حساب کردن یک عبارت به ازای یک مقدار منفی )مثلاً ی دوم مطالعه میهای درجهعبارت

𝑥به ازای  =  دیگرخواندند و بعضی می "2مربع منفی "آموزان آن را بعضی از دانشتواند دو تعبیر مختلف داشته باشد. می )2−

 :تعبیر کرد زیر صورت یکی از دو توان به را می 𝑥2−طور کلی عبارت ه . ب"2منهای مربع "

 ،𝑥»( ،−(𝑥2منهای .. مربع »

 .𝑥» ، (−𝑥)2 منهای .. مربع»یا 

 

آموزان به عنوان بدفهمی در استفاده تعبیر مشکل دانشدهد. به جای به ما ارائه می هادادهبرای تفسیر  را راه جدیدی ،این روش

 های متفاوت بیان کردن و شنیدن نمادها در نظر گرفت. توان آنها را همچون روشاز قرارداد استفاده از پرانتزها، می

به شرطی ) 2𝑥نویسیم را می  𝑥دو برابر  مثلاًها معرفی شوند. کردن طول عبارتکه باید برای کوتاه وجود دارند قراردادهایی ه البت

 2باشد، جایی که  2𝑥های دیگر اگر چه باید حواسمان به استفاده(.  کنیممیحذف را علامت ضرب  که اشتباهی به وجود نیاید

2نیست، مثلا  𝑥 ضرب در
1

2
 به علاوه 2 یعنی 

1

2
های جمع و ضرب این اصلبا وجود این، . 1 بعلاوه 10 ضربدر 2 یعنی 21 و 

 تر شود.جبر سادهحساب و خواندن عبارات در کنند که امکان را برای ما فراهم می

 

 اتصال
2𝑥2 مثل یترهای پیچیدهخواندن عبارت + 7𝑥 + 5 + 3𝑥2 − 3𝑥   با در نظر گرفتن اصل جمعداردسطح دشوارتری . ،

  تواند به صورت عبارت میهاست بدون اینکه ترتیب انجام آنها مهم باشد. بنابراین، و تفریقای از جمع عبارت داده شده دنباله

2𝑥2 + 7𝑥 + 5 + 3𝑥2 − 3𝑥 نویسی شود. اگر باز𝑥2  توانیم دو تا از آن را مجزا در نظر بگیریم، میشیء یک را همچون

(2𝑥2)   با سه تا از آن(3𝑥2)   راآن پنج تا از جمع کنیم و(5𝑥2)  7 از مهم میتوانی ،به طور مشابه دست آوریم. به𝑥 − 3𝑥 

4𝑥 .را به دست آوریم 

ای از نمادها نوشته نشده ی متوالیایم که به شکل دنبالهمواجه 3𝑥2ای مانندبا جمله ،هاتوجه کنید که در هنگام انجام این عمل

 بلکه در بالا نوشته شده است. ،نه در همان خط باقی نمادها ،در آن 2است و توان 

 ی مانندترپیچیدههای در مثال

√
4𝑥3 − 2
𝑥2 + 1

3

   



گفته شود، مثلاً  اینوشته و دنباله یخط تواندیمثال م نای. اندقرار گرفته یمکان یتیبلکه در موقع ،یخط ایعلائم نه در دنباله

. اندشده بندیکه نمادها چطور دسته دهندیپرانتزها نشان م ((.1بعلاوه  𝑥) مربع  ی( به رو𝑥سوم ))چهار برابر مکعب  یشهیر»

نمادها  نیحاصل از ا ی، حس بصرجانیشود. در ا دهیگفته و شن نکهیا جای به شود خوانده و نوشته که است ترمثال راحت نای

  .  شودیم قیآنها تلف نیبا حس نماد

𝑥3 در 3 در عبارت بالا، توان باید آنها را اسکن و تعبیر کرد. مثلاً وعه این نمادها قابل خواندن باشدبرای اینکه مجم
 در 2و توان  

𝑥2
4𝑥3 ،صورت کسر. هستند ایو هر یک از آنها موجود یکپارچه به آن متصل است  −  2 و 4𝑥3ختلاف بین دو عبارت ، ا2

𝑥2 ،است در حالی که مخرج کسر +  است.  1 و 𝑥2حاصل جمع دو عبارت  1

تغییرات وار قواعد ترتیب عملیات است. از حفظ کردن طوطی بیشترای بسیار پیچیدگی نیازمندهایی چنین عبارتدرک کردن 

شود و تا ی شمارش و مرتب کردن آغاز میتا روند درک مفهومی کودک که با تجربه بیافتددقیق و ظریقی در معنا باید اتفاق 

 کامل شود. ،تر حساب و جبر هم ادامه دارد با موفقیتیدههای پیچتجربه او در برخورد با عبارت

 

پرانتزها به طور سپس کلامی ایده گرفت.  بندیتوان روی اصل جمع و ضرب تمرکز کرد و از اصل بخشمی ،این مسیرابتدای در 

قراردادهای کوتاه ، ادامهدر ای خطی از عناصر معرفی خواهند شد. داری و برای اشاره به تغییرات ظریف معنایی در دنبالهمعنی

 تر مورد استفاده قرار خواهد گرفت.های پیچیدههای مکانی برای نمایش عبارتو طرحها عبارت کردن

𝑒𝑥2 طور مثال عبارته ب قراردادها وضوح کمتری دارند.بعضی از 
مربع »و نه، « 𝑥2به توان  𝑒»شود: خوانده می معمولاً 

𝑒𝑥»  (.را متقاعد کنید در نظر بگیرید که عبارت  تانبرای اینکه خود𝑒𝑥2+𝑥  .)برای شما به چه معناست 

𝑒𝑥2، بنویسیم 𝑥^𝑛را به شکل  𝑥𝑛اگر 
توان تفاوت بین دو عبارت  خواهد شد. با استفاده از پرانتزها می 𝑒^𝑥^2شکل به  

𝑒^(𝑥^2)  و(𝑒^𝑥)^2 .در را دید 𝑒^(𝑥^2) ، «اند و دو عبارت در راست به یکدیگر متصل شدهاست و « راست صال ازتا

 است. « چپ  صال ازتا»، 2^(𝑒^𝑥)ها از راست. در ترتیب عمل

234از  قراردادی تفسیر
(4^3)^2است، یعنی « راست صال ازتا» ، = 234 گرا. 81^2

از چپ به راست خوانده  به طور عادی، 

4^(3^2)جواب چیز دیگری است:  شود، = متفاوت است.  کنیم کاملاً این شرایط، با آنچه در جمع و ضرب تجربه می .12^2

2)ی یکسانی دارد: در جمع و ضرب، اتصال از چپ و راست نتیجه + 3) + 2همان  4 + (3 + 2است و  (4 × (3 × 4) 

×2)نهمانیز  3) × 4 . 

 بندیجمع

دانیم که توجه به هم اکنون میگوید؟ ما ها چه چیزی را در مسیر طولانی ملموس شدن حساب و جبر به ما میاین بحث

د نآموزبه ما می های جمع و ضرباصلتواند در ابتدا به کار آید. به تدریج، های جمعی و ضربی میبندی کلامی عبارتبخش

دوران ریاضی  لنتیجه نهایی یکسان است. این قوانین در طوجام شود، انای از اعداد با هر ترتیبی که جمع یا ضرب مجوعهکه 

یا مختلط.  یدار، اعشاری، حقیقحسابی، کسری، علامتمورد استفاده: اعداد نوع  مستقل از مانند،پایدار و حمایتی باقی میمدرسه 

بنابر که چرا  ؛نیازمند استفاده از پرانتزها در نوشتن استمتفاوت  های کلامیبندیبخش ،عملگرهای دیگر در ،از طرفی دیگر

توان به این ترتیب میهای متفاوت، معانی متفاوت و نتایج متفاوتی را به همراه خواهند داشت. ، بیانکلامی بندیاصل بخش

های وار قراردادهایی که حتی با توالی طبیعی گفتار همخوانی ندارند، به طور صریح بر جنبهبه جای اصرار بر یاد دادن طوطی

های متفاوت را با توان تفاوت مفهومی حاصل از بیانو نشان داد که چگونه میها تمرکز کرد ها و ترکیب عملدار عمللهأمس

مسیر معنادارتری را برای یادگیری  ،شاید بتوان در درازمدت ،ایی انسانیچنین تجربهبا ی درست از پرانتزها نوشت. استفاده

 گروه بیشتری از افراد فراهم کرد. 

آنچه را که من خواننده عزیز، ، شما نبوده است.ی تحقیقی کنون در مرکز توجه یک پروژهاین رویکرد تادانم، تا جایی که من می

همچنان که من هم آنها را با توجه به تجربیات خودم درک در سایه تجربیات خودت تفسیر خواهی کرد.  ،امپیشنهاد کرده

یک پدر و یک پدربزرگ که شاهد رشد  ،های آموزش معلمیکننده در دورهیک شرکتکنم، تجارب یک ریاضیدان محض، می

ما، پا را از تجارب شخصی خود، تجاربی که الان این فرصت وجود دارد تا هر کدام از  .هایش بوده استدرازمدت کودکان و نوه



جوی تصویر بزرگتری ودر جست، ایی که مدام در حال تغییر استیدر دنمبتنی بر محیط آشنای پیرامونمان است، فراتر بگذاریم و 

 از معنای یادگیری تفکر ریاضی باشیم. 

 

برای ملسموس شدن حساب و  ،سازی تصویریی کوتاه تمرکز من روی تلفیق ضروری نمادگذاری خطی و مجسمدر این نوشته

( 2013)تال، « دکنن وار فکرگیرند ریاضیا یاد میهانسان گونهچ»کتاب به توانید میبرای مطالعه بیشتر جبر در درازمدت بود. 

که من تا آن زمان در مورد چارچوب یادگیری بلندمدت در ریاضی است ی آن چیزی ی همهدر برگیرندهرجوع کنید. این کتاب 

بالاخره، آخرین تفسیرم  و( 2017)تال  وتال  تال،در  بندی کلامی رابخشبه ی من شروع توجه و علاقهداستان فهمیدم بودم. 

 .  دبخوانی، (2018)تال، ام که برای معلمین دبستان ژاپن نوشته ایالهقدر م ،مدت حساب و جبر درازاز یادگیری را 
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